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摘 要 设 p 为 素数 ,m 为 任意 正 整数 , 我 们 定义 Smarandache 原 函 数 Sp(m) 为 最 小 正 
整数 矶 使 得 妇 | 如 即 Sp(n) = min{E e 六 :pp | 1. 本 文 利 用 初等 方法 研究 了 方程 
Sn(1)+S(2) 十 二 Sn(n)= Go(2s2) 的 可 解 性 , 并 给 出 了 该 方程 的 所 有 正 整 数 解 . 
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Abstract Let p be a prime, 7 be any positive integer，， We define the Smarandache 
Primitive function Sn(m) as the smallest positive integer such that 9Sp(m)l is divisible 
by pm"、JIn this paper，we use the elementary methods to study the solvability of the 
equation Snp(1) 二 9p(2) 十 … 十 9p(n) 三 So (nt )， and give all its solutions， 
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1 引言 及 结论 


设 p 为 素数 , ”为 任意 正 整数 , 我 们 定义 Smarandache 原 函 数 S,(n) 为 最 小 的 正 整 数 上 使 
得 | 旭 , 即 
Sn(m) = Imin{kE ee N :p" | 


例如 , Ss(1) = 3, 9s(2) = 6, 5s(3) = 9 353(4) = 9,…… 在 文献 虽 中 的 第 47, 48 和 49 个 问题 中 ， 
美 籍 罗马 尼 亚 著名 数论 专家 Smarandache 教授 建议 我 们 研究 函数 sp(m) 的 性 质 . 为 方便 起 见 , 我 
们 称 函 数 9(m) 为 Smarandache 原 函 数 . Smarandache 原 函 数 9p(m) 与 著名 的 Smarandache 函 
数 S(n) 之 间 有 着 非常 紧密 的 联系 , 此 处 

Sn) =min{fm :me Nmn | ml 
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从 5(n) 的 定义 容易 得 到 $S(p) = P 且 当 于 天生 于 天 P 时 , s(n) < m. 因此 有 


"=-1+ 二 [ 吧 ] 


其 中 r(z) 表示 小 于 z 的 素数 的 个 数 ， 

Smarandache 函数 S(n), Smarandache 原 图 数 9p(n) 以 及 关于 Smarandache 原 国 数 方程 的 
研究 是 数论 中 一 个 重要 目 很 有 意义 的 课题 , 因此 许多 学 者 都 对 此 作 了 研究 2-6. 张 文 月 和 刘 端 森 
在 文 [2?] 中 给 出 了 So(n) 的 一 个 有 趣 的 渐 近 公式 , 即 对 任意 给 定 的 素数 p 和 任意 的 正 整数 nw, 有 


Sp(m) = (D 一 Dn+o[( 疡 nn) 
梁 放 池 和 易 媛 加 指出 : 令 p 为 素数 , ” 为 任意 的 正 整数 ， 则 对 也 任意 实数 Z 之 2, 有 
1= 二 +O 全 
也 np 人 
Sp(n+I)=Sp(n) 


以 上 工作 的 美中不足 是 他 们 仅 给 出 了 方程 解 之 和 的 渐 近 公式 . 本 文 利用 初等 方法 研究 了 方程 


Sn)+S(2) 上 .+Sn(n) 一 5 Ce 


的 可 解 性 , 并 给 出 了 该 方程 的 所 有 正 整数 解 . 即 就 是 我 们 证 明了 下 面 的 结论 : 
定理 令 2 为 给 定 的 素数 , ” 为 任意 正 整数 , 则 方程 


300+ 史 人)+ 十 史 四 一 3( 于) 0 


有 有 限 个 解 , 它们 是 m” = 1 2,.……,[>S 守 |], 此 处 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 
特别 对 2 = 3,5,7, 我 们 有 : 
推论 1 方程 5:(1) + Sa(2) +…: 二 Ss(n) = 9s(2i) 的 所 有 正 整 数 解 为 mn = 1,2. 
推论 2 方程 85(1) + S5(2) 十 .… 十 S5(n) = 55(20 on) ) 的 所 有 正 整 数 解 为 m = 1,2. 
推论 3 方程 Sr(1) + S7(2) 十 … 十 Sr(m) = Sr( 2 ant ) 的 所 有 正 整数 解 为 见 一 1 2, 3. 


员 


2 两 个 简单 引 理 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 引入 下 面 的 : 
引 理 1 对 任意 正 整 数 mi,maz, ,mn 且 (mim2 ,mn) =] 我 们 有 
77117721 70nl | (nl 十 7n2 十 … 十 9nn 一 二 )! 

证 明 因为 (mam2, ,man) = 1 所 以 存在 整数 al,aa,. ,an 使 得 caml + aarma 十 … 十 

an7mn = 1. 所 以 上 式 两 边 乘 以 (ml + ma2 十 … 十 mn -1)! 可 得 
al77(701 十 9022 十 … 十 ?mn 一 1)! 十 aa7n2(rml 十 702 十 … 十 7Tin 一 1 十 
十 an7rmn(rnl 十 Im02 十 … 十 7nn 一 1)! 
= (mal 十 7n2 十 … 十 rnn 一 1) (1) 

注意 到 (ma - 1j!ma2! manl(nai 十 mn 十 十 rn 一 1 所 以 malma2l rnl | (ml 十 ma 十 

… 十 nn 一 1)tmi. 同 理 可 得 


7n0117021 .72nl | (21 十 na 十 … 十 7nn 一 1)!m2. 


7n1l721 nl | (1 十 7n2 十 … 十 rpm 一 1)lrn. 
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结合 (1) 我 们 有 


71011721 7nnl | (ma 十 ma 十 十 ?nn 一 1) 


这 样 便 证 明了 引 理 1 
引 理 2 设 ”是 正 整数 , p 是 素数 , 满足 pe || mb, 那么 c = 2, [中 ] 
证 明 见 文 献 [7] 中 第 一 章 定理 2 


3 定理 的 证 明 


这 节 我 们 来 完成 定理 的 证 明 ， 
首先 , 由 $p (加 ) 的 定义 可 知 , 当 且 仅 当 有 <P 时 , Sp(b) = 2 如 果 大 > p, 则 S(5) < 中 因 
此 假如 2 < p, 即 1 <m < [> 于 一:!], 此 处 fz] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 那么 
3( 2 2 区 人 1 Oo) 


注意 到 [> 可 贡 -!] < P, 因此 当 1 < mn < [> 杰 范 -| 时 


op(1) + op(2) 二 十 So) 三 2D 十 2 十 … 十 ?2 一 
结合 (2) 及 (3) 式 , 容易 得 到 mn = 1,2,.….,[YEzfI=1] 是 方程 (+) 的 解 . 
如 果 [1] <mn<p, 则 2 区 0 > p, 那么 
5 (2 ) 了 (人 4 十 1) 
2 


2 二 ip (9) 


2 


9p(1) 二 9p(2) 十 … 十 9p(n) = 了- 


因此 , 方程 (*) 无 解 . 
如 果 m =2p+1 则 So()+S( 2 十 十 So(n) 一 D 十 2p 十 .十 DP 十 了 DP 一 PEH3D. 
则 当 = 2 时 ,Sr(1) + Sp(2) +… 十 So(n) = 392(1) + Sa(2) + 52(3) = 22+32 = 10, 而 
Sn(2et) = 92(6) = 8 < 10. 所 以 此 种 情况 下 方程 (*) 无 解 . 
当 p=3 时 ,sp(1)+sp(2) 二 十 So(n) = 9s(1)+59s(2)+5Ss(3) 上 Sa(4) = 3333 = 27, 而 
Sn(26t) = 53(10) = 24 < 27. 所 以 此 种 情况 下 方程 (+) 也 无 解 . 
当 p > 3 时 , 考虑 到 
S 一 | _+3p 一 2 二 [一 
下 


4 六 刀 
一 歼 +3 狗 一 2 ,2+1 有 + 各-1、@+IDDT+2) 
加 2 光 2 汪 2 ? 
所 以 
5 (22 < (2 二 
2 2 2 
即 


Su(1)+S(2) 上 +Sn) > 93 (2 2 ) 8 


从 而 了 = 2 十 1 不 是 方程 (*) 的 解 , 
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如 果 m > p+ 2， 那么 总 存在 mi < il(i = 12...,m)， 使 得 9p(1) = map, So(2) = 
7n02D .9Sp(n) = mnp. 所 以 ， 
Sop(1)+Sp(2)+… 十 3) =mmip+m2p 二 … 十 mnp= (mi+ma 二 … 二 mn)p， (4 
事实 上 , 我 们 有 mi = 1 ma = 2,...,mp =D, 并 且 由 9p(n) 的 定义 , 有 
< 二 | 吧 |， (L<7<m) (5) 


另 一 方面 ， 注意 到 772p 十 1 二 卫 ， 772p 十 2 一 2 十 1， 所 以 Tip， 77p 上 +1， 7772m 互 素 ， 当 了 > 2 时 ， 利用 
Ganuss 取 整 函数 [z] 的 性 质 并 结合 引 理 1, 2 及 (5) 式 , 有 


二 [到 二 mo | 


4 一 1 


Oo 
7n01 十 ?02 十 … 十 rmn)P 一 1 
-me 站 mn) ] 
4 一 2 此 
Oo 
0 十 702 十 .… 十 mrin 一 1]pDp 二 D 一 1 
-mm nm 二 1)P 十 了 | 
1 一 2 
co 「 PP)p 十 pp 一 1+(mp 二 mprl 二 … 十 mn 一 1 
-+ 
=2 
Oo 2?(p-1) Co 
十 2 一 1 77p 十 77 十 …: 上 + 一 1 
>m+mt+m 一 | + 二 | P+1 m | 
记 1 


oo 
702p 十 ?70p+1 十:… 十 9nn 一 工 
> mm +ma+ + mi 


4 一 


ev 全 区 )eme rm 
力 ， 


-二 | 哇 |+》 长 | + | > +2+ na 


t 一 1 


也 就 是 说 p= ”| (ma +ma 十 … 十 mnjp 一 Ti 因此 
sj 人 (2 < (ml 十 mn2 十 … 十 ?mn)p 一 1 < (mil 十 712 十.… 十 Tan) (6) 


结合 (4), (6) 式 立 刻 得 到 S*(1) + Sn(2) 十 … 十 So(n) > So(2t). 当 P= 2 时 , 同 理 于 上 面 的 
分 析 , 容易 得 到 Sr(1) + So(2)+… 十 Sp(n) > 9p(2tu). 所 以 , 当 半 >p+2 时 ,方程 (9] 无 解 . 
综合 以 上 各 种 情况 , 我 们 立刻 完成 定理 的 证 明 ， 
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